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M. Demchuk 
A MODEL OF A CEMENT GROUT INJECTION IN A SATURATED POROUS 
MEDIUM WITH bOUNDARY CONDITIONS CONFORMING TO INITIAL ONES
A mathematical model of a standard laboratory test of a cement      grout injection in a saturated porous 
medium with boundary conditions conforming to conditions at the initial moment of time is formulated.
Keywords: mathematical model, a standard laboratory test of a cement grout injection in a saturated 
porous medium, boundary condition, initial condition, a system of equations in partial derivatives.
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Литвин О. М., Нечуйвітер О. П. 
2 D коефіЦіЄнтИ фУР’Є нА кЛАСі ДИфеРенЦіЙоВнИх 
фУнкЦіЙ тА опеРАтоРИ кУСкоВо-СтАЛоЇ  
СпЛАЙн-інтеРЛінАЦіЇ
У статті запропоновано та досліджено кубатурні формули обчислення 2 D коефіцієнтів Фур’є 
з використанням операторів кусково-сталої інтерлінації на деякому класі диференційованих функ-
цій. Інформація про функцію задана її слідами на системі взаємно-перпендикулярних прямих. Дове-
дено, що оцінку похибки кубатурної формули можна виразити через відповідні оцінки похибки ква-
дратурних формул.
Ключові слова: цифрова обробка сигналів, інтерлінація функцій, 2 D коефіцієнтів Фур’є, куба­
турні формули.
Вступ
Сучасні задачі цифрової обробки сигналів 
потребують вміння наближено обчислювати ін­
теграли від швидкоосцилюючих функцій двох 
змінних за допомогою інформаційних операто­
рів різних типів. За дані можуть слугувати зна­
чення функції у вузлових точках, сліди функції 
на лініях, інтеграли від наближуваної функції 
вздовж вибраної системи ліній, що перетинають 
досліджуваний об’єкт. Зокрема, задачу наближе­
ного обчислення 2 D коефіцієнтів Фур’є у випад­
ках, коли початкова інформація задається різни­
ми інформаційними операторами, дає змогу 
ефективно розв’язувати апарат інтерлінації 
функцій [1] на різних класах функцій. Важливим 
кроком у розв’язанні такої задачі є обчислення 
2 D коефіцієнтів Фур’є за допомогою операторів 
кусково-сталої сплайн-інтерлінації (інформація 
Матеріал надійшов 22 квітня 2011 р.
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про f (x, y) задається її слідами на системі взаємно-
перпендикулярних прямих). Актуальним є пи­
тання оцінки похибки кубатурної формули, а 
також отримання оцінки похибки кубатурної 
формули через відповідні оцінки похибки квад-
ратурних формул.
У [2–4] розглядалася задача наближеного об­
числення 2 D коефіцієнтів Фур’є за допомогою 
інтерлінації функцій у випадку, коли інформація 
про f (x, y) задається слідами на системі взаємно-
перпендикулярних прямих. Однак питання отри­
мання оцінки похибки побудованих кубатурних 
формул через відповідні оцінки похибки квадра­
турних формул розглядається вперше.
Постановка задачі: побудова кубатурних фор­
мул для обчислення 2 D коефіцієнтів Фур’є 
з вико ристанням інтерлінації функцій на класі 
дійсних функцій двох змінних, визначених 
на [ ]= 20,1G  і таких, що ( ) ≤1,0 ( , )f x y M , 
( ) ≤0,1 ( , )f x y M , ( ) ≤ 1,1 ( , )f x y M  тоді, коли 
інформація про функцію задана її слідами на 
системі взаємно-перпендикулярних прямих 
∆= ∆ − ,
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Довести, що оцінку похибки побудованих куба­
турних формул можна отримати різними спосо­
бами, зокрема, виразити через відповідні оцінки 
похибки квадратурних формул. 
оцінки похибки обчислення 2 D 
коефіцієнтів фур’є 
Нехай pk(x), pj(y) – сплайни порядку 0,1,2,3 з 
властивостями
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Оператор сплайн-інтерлінант Of(x,y) пред­
ставлений операторам Om f(x,y), m = 1,2 так:
( ) ( ) ( ) ( )= + −1 2 1 2, , , , .Of x y O f x y O f x y OO f x y
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Далі як ( ) ( ),k jp x p y  будемо розглядати кус-
ково-сталі базисні сплайни. 
2. кубатурна формула обчислення 2 D 
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Нехай Jf (x, y) – оператор-інтерлінант
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Лема 3. [1] Для Of(x, y) виконуються наступ­
ні властивості:
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Підставимо у ці формули вираз для опера-
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теорема. Для кубатурної формули ( )21 ,m nΦ  
обчислення ( )21 ,I m n  справедлива наступна 
 оцінка 
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( ) ( )( ) ( )2 21 1 2, , , .16
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Доведення. Маємо наступну оцінку (лема 1)
( )






















( , ), ( , )
( , ) ( , ) sin 2 sin 2
( , ) , sin 2 sin 2
,
x y
k j x y
x y
yx









I m n m n
f x y Jf x y mx ny dxdy
f x y Jf x y mx nydxdy











− π π ≤
= − π π ≤  
≤ ξ η ξ η ≤
≤ −
∫ ∫
∑ ∑ ∫ ∫






( ) ( )











































dx y y dy
x x x x
M













= − + × 
   
 
− − 










Доведення теореми можна здійснити на осно­
ві леми 2, використовуючи оцінки похибки ква­
дратурних формул. 
Дійсно, якщо ( ) [ ]1 0,1g x C∈ , ( )g x M′ ≤ , 
1
, 1, , ,
2k
x k k∆= ∆ − = ∆ =

 то для функції од­
нієї змінної мають місце наступні оцінки:
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Тоді, за лемою 2, маємо ( )2 21 1( , ), ( , )I m n m nρ Φ ≤  
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1 2 2 2; , .4 16
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2
f x y co x y co x y= − − +
тоді ( ) ( ) ( )1,0 0,1 1,1( , ) 2, ( , ) 2, ( , ) 4.f x y f x y f x y≤ ≤ ≤  
Якщо обчислювати інтеграл  за кубатурою фор­
мули 21 (2,3),Φ  коли 19,=  то 
( ) 2 21 1(2,3) (2,3)
0.008785471951418 0.008785470342025
0.000000001609393.
R f I= − Φ =
= − =
=
Функцію f (x, y) можна представити у вигляді 
( ), cos2 cos2 ,f x y x y=  тому,  якщо ( ) cos2 , , ,g u u u x y= = 
( ) cos2 , , ,g u u u x y= = можна отримати наступні результати 
об числень для
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= 0,000051056063201 0,000031522074555 =
= 0,000000001609393.
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Висновки 
У статті досліджено кубатурні формули об­
числення 2 D коефіцієнтів Фур’є з використан­
ням операторів кусково-сталої інтерлінації на 
деякому класі диференційованих функцій. Ін­
формація про функцію задана її слідами на сис­
темі взаємно-перпендикулярних прямих. Дове­
дено, що оцінку похибки кубатурних формул 
можна виразити через відповідні оцінки похиб­
ки квадратурних формул. Чисельний експери­
мент підтверджує теоретичний результат.
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2 D FOURIER COEFFICIENTS ON CLASSES OF DIFFERENTIAbLE 
FUNCTIONS AND OPERATORS PIECEWISE-STEEL SPLINE-INTERLINEATION
Cubature formulas of the calculation of 2 D Fourier’s coefficients are presented by using piecewice 
operators of spline-interlineation in the case when information about function is set of lines on one class of 
differentiable functions. The error of the cubature formulas is evaluated by errors of quadratures 
formulas.
Keywords: digital signal processing, functions interlineation, 2 D Fourier coefficients, cubature for-
mulas.
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FOURIER DESCRIPTORS FOR SHAPE CHARACTERIZATION
This paper reports shape characterization methods based on Fourier descriptors. Fourier descriptors 
were implemented based on angular and complex shape representation and their ability to characterize the 
shapes of different objects were evaluated. A new shape descriptor using Fourier descriptors was 
proposed.
Keywords: shape representation, shape description, Fourier descriptors.
Introduction
Objects can be characterized by certain features: 
grey levels, textures, edges, boundaries, shapes, lo­
cations, etc. An object or regions of interest consists 
of interior points or contents which are surrounded 
by a boundary often called the contour of an object. 
There is no universal definition of what shape of an 
object is. The shape of an object is the important 
visual feature for describing image content and is 
generally considered as the form of the object’s 
boundary, consisting of a set of points, curves, sur­
faces, etc. 
Here we consider shape boundary of the object 
as a closed planar curve that can be defined as func­
tion:
– in an explicit form as y = (x);
– in an implicit form as f (x, у) = 0;
– in a parametric form by natural parameteriza­
tion с(t) = ((x(t), y(t)). We will consider that the pa­
rameter t is given by the arc-length parameterization 
with 0 ≤ t ≤ L, where L is the length of the shape 
boundary.
– a parametric form in the polar coordinates as 
τ(t) = ((d(t), θ(t)). 
– a parametric form in the complex plane, z(t) = 
= x(t) + j · y(t). 
Usually a pre-segmented binary shape is repre­
sented by its external characteristics (shape repre­
sentation) and then shape characterization or shape 
description is used as a post-processing technique. It 
generates descriptors of the shape. Descriptors of 
the shape are a set of numbers that describe specific 
characteristics or features of an object and are con­
sidered as shape parameters that allow comparing 
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